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I - Resumo:

Neste trabalho será desenvolvida uma seqüência didática para demonstrar as transformações trigonométricas referentes a soma de arcos, diferença de arcos e arco metade.

A finalidade principal  é fazer uma análise histórica  das transformações trigonométricas, desenvolvendo sua tradução para uma linguagem elucidativa e menos complexa , para melhorar a compreensão dos alunos de licenciatura em matemáticas, afim de incentivá-los a utilizar a história da matemática em suas práticas  docentes.

Inicialmente será feita uma abordagem histórica , resgatando os trabalhos do matemático Cláudio Ptolomeu, fazendo então a demonstração de seu teorema que diz:  “Se ABCD é um quadrilátero convexo inscritível, então a soma dos produtos dos lados opostos é igual ao produto das diagonais”. A partir deste teorema serão feitos alguns arranjos  geométricos, que possibilitarão a obtenção destas expressões trigonométricas.

II - Introdução:

O presente trabalho teve origem a partir de uma atividade de pesquisa, proposta pelo prof. Dr. Vincenzo Bongiovanni,  durante o programa de mestrado profissional da PUC-SP na disciplina de Tópicos de Geometria no 1o. semestre  de 2003, cujo tema foi “ A construção de uma Tabela Trigonométrica por Ptolomeu”.

Inicialmente foi feita uma revisão da história da matemática, resgatando  os trabalhos do matemático Cláudio Ptolomeu , dando ênfase a origem das identidades trigonométricas. A partir do teorema de Ptolomeu foram feitos alguns arranjos  geométricos, que possibilitaram a obtenção das expressões  dos cálculos da soma de arcos, diferença de arcos e arco metade. ( o caminho seguido por Ptolomeu não foi exatamente este, mas equivale ao que será aqui exposto ).  

O prof. Dr. Ubiratan D’Ambrósio, em seu livro, Educação Matemática: Da teoria à prática, cita a história da matemática com sendo um elemento fundamental para se perceber como as teorias e práticas matemáticas foram criadas, desenvolvidas  e utilizadas  num contexto específico de sua época. Conhecer, historicamente, pontos altos da matemática de ontem poderá, orientar no aprendizado e no desenvolvimento da matemática de hoje. 

Devido a ausência de abordagem histórica, em livros atuais utilizados no ensino médio, principalmente, referente ao capitulo da matemática  sobre transformações  trigonométricas, me  motivou  ao desenvolvimento deste trabalho.

O objetivo principal deste, consiste  em fazer uma análise histórica  das transformações trigonométricas ,desenvolvendo sua tradução para uma linguagem elucidativa e menos complexa, para melhorar a compreensão de alunos de licenciatura em matemáticas ,afim de incentivá-los a utilizar a história da matemática em suas práticas  docentes.

Tivemos a oportunidade de apresentar  algumas palestras sobre este trabalho durante a semana cultural de matemática na Universidade Guarulhos no 2o. semestre de 2003, nas quais os ouvintes manifestaram opiniões positivas, referentes ao uso da história da matemática nas demonstrações exposta, devido uma melhor compreensão dos assuntos  abordados.
III - Um pouco da História

Klaudius Ptolemaios  ( Cláudio Ptolomeu )

Sábio grego do séc.II, estudioso e pesquisador de matemática, geografia e astronomia; nasceu no início do séc.II da era cristã em   Tolemaida Hérméia. Com base em certas observações astronômicas por ele anotadas, sabe-se que trabalhou em Alexandria, no Egito, ficando assim conhecido como ”Ptolomeu de Alexandria.”                                                                                                                    

Por meio de suas obras de astronomia, matemática, geometria, física e geografia, a civilização medieval teve seu primeiro contato com a ciência grega. Ptolomeu foi o último dos grandes sábios gregos e procurou sintetizar os conhecimentos astronômicos  de seus antecessores em sua principal obra chamada Syntaxis Mathematica (coleção matemática),  que se tornou conhecida com o nome de “O Grande Astrônomo” ou ainda “Almagesto” (Al-Magiste), título da tradução dos astrônomos árabes do século IX que usavam o superlativo Magiste (O Maior) para se referir à obra. Dividido em 13 livros os quais, resumidamente tratam do plano do sistema solar, da tábua de cordas e alguns conceitos trigonométricos, do movimento do sol, da lua, da distância entre o sol e a lua, da construção do astrolábio, dos eclipses, das estrelas fixas catalogadas por Hiparco e da construção do globo terrestre. Ptolomeu desenvolveu nessa obra seu sistema geocêntrico , que dominou a astronomia por dezesseis séculos , até que Kepler forneceu os argumentos que consolidaram definitivamente a teoria heliocêntrica formulada por Copérnico.

Para os matemáticos, o Almagesto tem interesse devido às identidades trigonométricas que Ptolomeu divisou para sua tábua de cordas (que é aproximadamente uma tábua de senos). 
A circunferência foi dividida em 360 partes (hoje chamados graus); o diâmetro foi dividido em 120 partes e cada uma dessas divididas em 60 porções (minutos) e essas por sua vez divididas em mais 60 partes (segundos). A tábua de Ptolomeu fornece a medida das cordas de ½º à 180°, de meio em meio grau. 

Alguns antigos comentaristas mencionam mais dois trabalhos sobre geometria, desconhecidos atualmente. No primeiro, chamado Sobre a Dimensão, Ptolomeu prova que não existem mais do que três dimensões no espaço. O outro contém a demonstração dada por ele para provar o teorema de Euclides sobre as paralelas.
Vários outros trabalhos de Ptolomeu chegaram até nós.Quaisquer que sejam seus assuntos, geografia ( Introdução Geográfica), física (mecânica e  óptica), ou  música (harmônica), reconhecemos neles o gênio de Ptolomeu para a disposição e apresentação metodológica de seu material.  Infelizmente, parte de seus escritos perdeu-se: os que restam, no entanto, são suficientes para documentar a importância de seu trabalho.Talvez tenha trabalhado até o ano de 151. Segundo a tradição islâmica, Ptolomeu morreu aos 78 anos de idade.
VI. Cálculo das Transformações trigonométricas
Teorema de Ptolomeu

Inicialmente demonstraremos o teorema de Ptolomeu cujo enunciado é o seguinte:

“Se ABCD é um quadrilátero convexo inscritível, então a soma dos produtos dos lados opostos é igual ao produto das diagonais”.

Demonstração:  H: Quadrilátero inscrito ABCD

                           T: AC.BD = AB. CD + BD. AD
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        Figura 1                      Figura 2         

Para demonstrarmos o teorema proposto, construirmos um ponto E sobre a diagonal AC     

( figura 1) de maneira que o ângulo 
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sejam congruentes.

Observamos em primeiro lugar ( figura 2 ) que os triângulos BCE e ABD são semelhantes , pois os  ângulos 
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     são iguais por construção, e os ângulos 
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   também são iguais , pois subtendem o mesmo arco, logo seus lados correspondentes são proporcionais, portanto :
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Em seguida observando os triângulo BAE e BDC ( figura 2 ) podemos verificar que os mesmos também são semelhantes , pois os ângulos em B são iguais por construção e  os ângulos  
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  e  
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      são   iguais por subtenderem o mesmo arco, então:
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( II )

Adicionando ( I ) e ( II ), resulta:

BC.AD + AB.CD = CE .BD + AE.BD 

BC.AD + AB.CD =BD.(CE + AE)

Como CE + AE = AC, concluímos :  

BC.AD + AB.CD = BD.AC   
Utilizaremos agora  o teorema de Ptolomeu para demonstramos as expressões trigonométricas referentes à diferença de dois  arcos, soma de dois arcos e arco metade.
VI.1 – Diferença de dois arcos
a) Seno da diferença

Seja  ABCD um quadrilátero convexo inscrito numa semicircunferência de raio R, conforme a figura 3.
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                        Figura 3

Desta forma temos que OD = AO = R  e  AD = 2R.  Os Triângulos ACD e ABD  são retângulos, pois estão inscritos numa semicircunferência, assim podemos escrever:
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Traçaremos agora dois segmentos: CE, passando pelo centro da circunferência O, e BE, formando assim o triângulo BCE, que é retângulo , pois também está inscrito em uma semicircunferência, conforme a figura 4.

             Figura 4

O ângulo Ê é igual ao ângulo (a – b), pois subtende o mesmo arco  BC, logo podemos obter algumas identidades:
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Usando o teorema de Ptolomeu ao quadrilátero ABCD, vem:

AB.CD + AD.BC = AC.BD ( 3 )
Substituindo os valores obtidos de ( 1 ), na expressão ( 3 ), temos:

(AD.cosa).(AD.senb) + AD.(AD.sem(a – b)) = (AD.cosb).(AD.sena)

(AD)2.senb.cosa +  (AD)2.sen(a – b) =  (AD)2.sena.cosb

senb.cosa +  sen(a – b) =  sena.cosb

sen(a – b) =  sena.cosb  -  senb.cosa
b) Cosseno da diferença

Agora aplicamos o teorema de Ptolomeu ao quadrilátero ABCE, então:

EC.AB + AE.BC = AC.EB   ( 4 ) 

Substituindo os valores de ( 2 ) em ( 4 ), temos:

AD.ADcosa  + ADsenb.ADsen(a - b) = ADcosb.ADcos(a – b)

cosa  + senb.sen(a - b) = cosb.cos(a – b)    (: cosb)
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VI. 2 – Soma de dois arcos
a) Seno da soma

De  forma análoga se tomamos o quadrilátero ABCD, conforme a figura 5, e traçamos dois segmentos: BE, passando pelo centro da circunferência O e CE  formando  o triângulo BCE. Podemos também observar que os  ângulos 
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 são congruentes pois subtendem o mesmo arco BC
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                Figura 5

Podemos então evidenciar algumas afirmativas relacionadas aos triângulos BCE, ADB  e ACD que são retângulos, pois estão todos inscritos em semicircunferências. 
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Usando o teorema de Ptolomeu aos quadriláteros ABCD e BCDE,  temos:

AD.BC + AB.CD = BD.AC ( * )

BC.ED + BE.CD = BD.CE  ( * * )

como  BE = AD, pois são diâmetro da circunferência e também diagonais do retângulo ABDE, logo AB = DE.  Isolando CD na expressão ( ** ), vem: 
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e substituindo em ( * ), resulta:
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substituindo os valores obtidos anteriormente da figura 5, resulta:
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b) Cosseno da soma

Usando a expressão ( *) e substituindo mais uma vez os valores obtidos anteriormente da figura 5, temos:

AD.BC + AB.CD = BD.AC

AD. ADsenb + ADsena.ADcos(a +b) = ADcosa. ADsen(a + b)

senb + sena.cos(a +b) = cosa.sen(a + b)

senb + sena.cos(a +b) = cosa.(sena.cosb + senb.cosa)

sena.cos(a +b) = cosa.(sena.cosb + senb.cosa) – senb 

sena.cos(a +b) = cosa.sena.cosb  +  senb.cos²a – senb
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VI.3 – Arco metade
a) Seno da metade

Seja o quadrilátero ABCD inscrito na circunferência de diâmetro AC , onde D é o ponto médio do arco BC , logo BD= DC (por construção).
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           Figura 6

Os triângulos ADB e  ADE são congruentes  pelo critério LAL, logo DB=DE, mas BD=DC, então DE=DC, isto é o triangulo EDC é isósceles, assim DF e uma das alturas desse triangulo e mediana, desta maneira  EF=FC. Mas FC é projeção de DC sobre AC e é igual a ½  (AC – AE) ; desta forma podemos escrever:

                       FC= ½ (AC – AE) = ½ (AC – AB) 

Do  triangulo ADC retângulo (inscrito em uma semicircunferência) , temos

(DC)2 = AC . FC (média geométrica)

(DC)2 = AC. ½ (AC  -AB)(multiplicando ambos os lados por (
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b) cosseno da metade

Utilizando agora o teorema de Pitágoras no triangulo ADC, temos:

  (AC)2  = (DC)2 +(AD)2  (multiplicando ambos os lados por (
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, como  
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V - Conclusão 

Vários aspectos demonstram  a  importância da historia da matemática, como por exemplo, a possibilidade de satisfazer nossa curiosidade de como a matemática se originou e se desenvolveu, ela pode ser um estimulo no ensino e na pesquisa,  pode proporcionar um campo onde o especialista em matemática e os de outros campos da ciência encontram interesse comum e pode também oferecer meios para compreensão das tendências em educação matemática no passado e no presente.
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